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RESUMO 
Metamateriais são materiais com propriedades físicas artificialmente projetadas de modo a se 
realçar alguma característica, como por exemplo, bandas de isolamento de vibração (Band Gap). 
Materiais com tais propriedades começaram a ser estudados para aplicações de ondas 
eletromagnéticas na segunda metade do século XX, quando temos a primeira concepção de 
metamaterial. Mais recentemente, iniciou-se o estudo de metamateriais para aplicações de ondas 
mecânicas, com diversas aplicações na área de controle de ruído e vibroacústica. De maneira 
análoga, um metamaterial acústico funciona como um absorvedor dinâmico de vibrações que atua 
em um intervalo de frequências ao invés de atuar em apenas uma frequência específica. A 
proposta deste trabalho é estudar a propagação de ondas em estruturas periódicas, tipicamente 
utilizadas em metamateriais, através de um modelo de elementos finitos no software Ansys 
Mechanical APDL. As matrizes de massa e rigidez são extraídas para a obtenção da matriz de 
rigidez dinâmica. Com a matriz de rigidez dinâmica é possível extrair informações como número 
e modo de onda e dessa forma analisar e projetar a banda de frequência em que o metamaterial 
atua.  
Palavras chave: Metamaterial acústico. Propagação de onda. Elementos finitos. 
ABSTRACT 
Materials with wave control properties such as Band Gap effect are called metamaterials. They 
began being studied for electromagnetic waves applications at the second half of the 20th century, 
when we had the first theoretical metamaterial conception. Recently, metamaterials study for 
mechanical wave applications started, with several applications such as noise control and 
acoustics. Acoustic metamaterials have similar behavior to a vibration dynamic absorber, but do 
not permit wave propagation in a frequency range instead of a specific frequency value. This work 
consists in studying wave propagation for two structures: one homogeneous and other periodic. 
Finite element method is used with ANSYS Mechanical APDL. Both mass and stiffness matrices 
are extracted for construction of the dynamic stiffness matrix. It is possible then to extract 
information such as wavenumber and wavemode so that the frequency gap in which the 
metamaterial works can be analyzed. 
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1.  Introdução 
1.1.  Motivações 
A análise vibratória de uma estrutura é uma análise de suma importância, uma vez que a 
resposta oscilatória é uma característica inerente de qualquer estrutura com inércia e rigidez. 
Normalmente, tenta-se evitar ou diminuir efeitos vibratórios pois estes levam a um desgaste 
excessivo dos componentes dentro de um sistema mecânico (Sousa, 2015). 
Nesse sentido, o estudo de propagação de ondas é importante para diversas áreas da 
engenharia, como por exemplo: problemas de propagação de som no ar (Leissing – 2006), 
transmissão de ondas de rádio (Ryan – 2002), terremotos (Fu, 1944), entre outros. 
Recentemente, as tecnologias de manufatura aditiva e impressoras 3D viabilizaram a 
produção de metamateriais, de forma que tais métodos facilitam a implementação de estruturas 
periódicas com comportamento do tipo Band Gap, i.e., atenuação de vibração em determinadas 
bandas de frequência (Oliveira, 2017). 
Soluções analíticas só existem para casos mais simples e, usualmente, para casos com 
geometria mais complexa e/ou problemas em alta frequência, utiliza-se do método de elementos 
finitos para resolução de problemas (Waki et al. – 2009a). 
1.2.  Objetivos 
O objetivo deste trabalho é, por meio do método de elementos finitos e ondas (Wave and 
Finite Element - WFE), obter as características de ondas mecânicas em sólidos elásticos, tais 
como a curva de dispersão e modos de onda, em estruturas periódicas do tipo metamateriais. Mais 
especificamente, será utilizada uma viga de poliamida, fabricada via sinterização seletiva a laser, 
com ressonadores periodicamente distribuídos. Além do mais, espera apresentar uma metodologia 
para cálculo da transmissibilidade dessas estruturas utilizando-se os parâmetros de onda obtidos. 
1.3.  Estrutura do Trabalho 
O seguinte trabalho será dividido em 5 capítulos. No primeiro capítulo uma breve 
introdução acerca do tema é feita. No capítulo 2 uma revisão teórica de conceitos relacionados a 
propagação de ondas em sólidos é apresentada, incluindo uma formulação utilizando elementos 
finitos (WFE). O capítulo 3 aborda a metodologia usada para obtenção dos resultados numéricos 
e os resultados preliminares são apresentados e discutidos no capítulo 4. O capítulo 5 apresenta 
as conclusões do trabalho, assim como algumas perspectivas futuras. Por fim, em anexo estão os 
códigos Matlab utilizados para obtenção de alguns resultados presentes nos anexos. 
2.  Revisão Teórica 
2.1.  Metamateriais 
Metamateriais são materiais não encontrados na natureza, confeccionados artificialmente, 
que dispõem de propriedades não usuais. A primeira concepção de metamaterial foi feita pelo 
físico ucraniano Veselago (1968) em que foi proposto a possibilidade de materiais com 






= 0. (1) 
Em que  é a permissividade elétrica e 𝜇 é a permissividade magnética. Permissividade é 
uma propriedade física que descreve como um campo afeta ou é afetado pelo meio, ou seja, é 
determinada pela habilidade do material de se polarizar em resposta a um campo.  
Assumindo oscilação harmônica do tipo 𝐸(𝑟, 𝑡) = 𝐸0𝑒
(𝑘𝑟−𝜔𝑡), então 
𝐸 [𝑘2 − 𝜇
𝜔²
𝑐²
] = 0, (2) 
onde 𝑘 é o número de onda e 𝜔 é a frequência angular. Dessa forma, podemos observar que a 
propagação só ocorre em duas condições: 1) se ambas as permissividades elétrica e magnética 
forem maiores que zero, ou 2) se ambas as permissividades elétrica e magnética forem menores 
que zero.  
O segundo caso tem algumas implicações interessantes. A primeira observação de 
Veselago foi que a velocidade de fase 
𝜔
𝑘
 tem sentido oposto à direção de propagação da onda 
eletromagnética, i.e., velocidade de fase e velocidade de grupo 
𝜕𝜔
𝜕𝑘
 tem sentidos opostos. Materiais 
com tal propriedade foram então chamados de materiais left-handed, uma vez que obedecem à 
regra da mão esquerda ao invés da tradicional regra da mão direita. 
Além disso, Veselago percebeu que se ambas permissividades elétrica e magnética 
fossem negativas, o índice de refração também seria negativo. Pela lei de Snell-Descartes (1621) 
𝑛1𝑠𝑒𝑛(𝜃1) = 𝑛2𝑠𝑒𝑛(𝜃2), (3) 
onde 𝑛 é o índice de refração do meio dado por 
𝑛 = ±√ 𝜇. (4) 
A Figura 1 apresenta um esquema ilustrativo da Lei de Snell-Descartes. 
 
Figura 1 - Lei de Snell-Descartes (1621). Índice de refração positivo.  
A Lei de Snell-Descartes descreve a refração de ondas (no caso da luz) quando a mesma 
troca de meio. Podemos observar no nosso dia a dia com a deformação de objetos quando dentro 
de líquidos. Um índice de refração negativo faria com que, não só o ângulo mudasse, como 
também a direção do feixe de luz mudasse de quadrante, como evidenciado nas Figuras 2 e 3. 
 
Figura 2 - Lei de Snell-Descartes (1621). Índice de refração negativo. 
 
Figura 3 - Comparação entre índice de refração positivo (esquerda) e negativo (direita) 
(TUVienna). 
O conceito de metamaterial revolucionou de certa forma, o mundo da física, uma vez que 
diversos conceitos foram e estão sendo revisados para incluir efeitos de metamaterial. Diversas 
aplicações foram e estão sendo descobertas e desenvolvidas, dentre elas a lente perfeita 
(capacidade de aumentar a resolução de lentes convencionais ao utilizar contribuição das ondas 
evanescentes para formação da imagem) e o manto eletromagnético (utilização de metamateriais 
para dobrar diversos tipos de ondas, com possibilidade de existir capas da invisibilidade ou 
isolamento de antenas para que não ocorra interferência de outras ondas no futuro). 
Hoje em dia metamateriais já vem sendo desenvolvidos. Enquanto as propriedades de 
materiais convencionais vêm dos constituintes atômicos (químicos), as propriedades dos 
metamateriais vêm de unidades periódicas constituintes, que podem ser confeccionadas 
artificialmente.  
Concluindo, metamateriais tem um enorme potencial para novas aplicações, atuando no 
controle de propagação, absorção e modelagem de ondas. 
2.1.1.  Metamateriais Acústicos 
Com os conceitos introduzidos de metamateriais, o interesse por estruturas periódicas que 
pudessem resultar em propriedades negativas aumentou muito no final do século XX e início do 
século XXI. Essa busca fez com que diversas aplicações fossem descobertas, não só para ondas 
eletromagnéticas, mas também para outros tipos de ondas. Nesse sentido, surge o conceito de 
metamaterial acústico, com propriedades de controle de ondas sonoras. 
O primeiro passo em direção à descoberta de metamateriais acústicos foi a descoberta de 
cristais fonônicos no final do século XX. Cristais fonônicos são materiais sintéticos formados pela 
variação periódica das propriedades acústicas do material. Os cristais fonônicos são capazes de 
prevenir a transmissão de fônons em certas bandas de frequência através do material, denominado 
por efeito Band Gap (Ampessan, 2016). 
Há uma grande semelhança entre a propagação do som em um fluido em movimento e a 
propagação da luz no espaço-tempo. Ondas acústicas são usualmente caracterizadas por 
frequência, comprimento de onda e velocidade de propagação, porém, em escalas menores 
(escalas quânticas) ondas acústicas deixam de existir. A medida que a temperatura de um corpo 
se aproxima do zero absoluto, o som passa a se comportar como partículas quânticas, 
denominadas fônons. 
Fônons, na física quântica, são partículas que designam um quantum de vibração em um 
retículo cristalino rígido. São análogos aos fótons, que são as partículas designadoras de radiação 
eletromagnética, como a luz por exemplo. O estudo de fônons é importante para a compreensão 
de propriedades dos sólidos como condução térmica e propagação do som, em uma escala 
atômica. 
Análogo aos metamateriais eletromagnéticos, os metamateriais acústicos possuem 





= −∇𝑝, (5) 
onde 𝜌 é a densidade do fluido, 𝑣 é a velocidade de propagação da onda acústica no fluido e 𝑝 é 
a pressão acústica originada. Desprezando os efeitos térmicos durante a propagação da onda no 
fluido, obtemos a equação da continuidade da forma 
𝜕𝑝
𝜕𝑡
+ 𝐾𝛻. 𝑣 = 0, (6) 
onde 𝐾 é o módulo volumétrico, parâmetro que que descreve a elasticidade volumétrica de um 
material, ou seja, a tendência do material de se deformar em todas as direções quando carregado 





onde 𝑉 é o volume do material sujeito à pressão hidrostática. Utilizando as equações (5) e (6) 







 Podemos definir por impedância acústica 𝑍 como uma característica específica de meio 
de propagação do som, com determinadas propriedades. A diferença entre propriedades dos meios 
nos diz como se dá a transmissão de energia entre os meios, através da reflexão e transmissão. 
Análoga à equação (4), a impedância acústica é dada por 
𝑍 = ±√𝜌𝐾. (9) 
 Dessa forma, podemos traçar um paralelo entre índice de refração e permissividades 
elétrica e magnética com impedância acústica e densidade e módulo volumétrico de um fluido. 
Da mesma maneira, a propagação só ocorre para dois casos: 1) se a densidade e módulo 
volumétrico tiverem valores positivos ou se 2) a densidade e módulo volumétrico tiverem valores 
negativos. No segundo caso, a impedância acústica será negativa, portanto, teremos um efeito de 
Band Gap. 
Foi apresentado uma estrutura chamada de material sônico localmente ressonante (Liu et 
al., 2000). A estrutura em questão foi projetada pela inclusão de unidades ressonadoras em uma 
célula unitária de material fonônico, com objetivo de isolamento de transmissão de ondas sonoras. 
A estrutura tem arranjo cúbico, composto por pequenas esferas de chumbo revestidas de silicone, 
em uma matriz de epóxi, como mostrado na Figura 4. 
 
Figura 4 - Disposição estrutural do material sônico localmente ressonante (Liu et al., 2000). 
Dimensões dadas em milímetros. 
A estrutura foi excitada e obteve-se uma curva com coeficiente de transmissão em função 
da frequência de excitação, como evidenciado na Figura 5.  
 
Figura 5 - Coeficiente de transmissão em função da frequência de excitação (Liu et al., 2000). 
É possível observar que nas regiões um pouco abaixo de 400 e 1400 Hz ocorre uma 
diminuição do coeficiente de transmissão, i.e., ocorre diminuição da amplitude de vibração. 
Nessas frequências a ressonância local causa uma relação de dispersão 
𝑘
𝜔
 negativa, o que é 
consistente com a interpretação de densidade efetiva negativa presente em metamateriais 
acústicos. Além disso, essa região é denominada por zona de atenuação de vibração (Ruzzene, 
2015). 
2.1.2.  Metamateriais Acústicos Estruturais 
Uma das alternativas quando se tem um problema de excitação harmônica em que não é 
possível fazer alterações estruturais (alterar massa, rigidez ou amortecimento da estrutura) é fazer 
uso de um absorvedor dinâmico de vibrações (ADV). O absorvedor dinâmico reduz a amplitude 
de vibração a zero do sistema principal em uma frequência específica, sendo essa frequência 
chamada de frequência de sintonização (Meirovitch, 1986). 
Considere um sistema massa-mola discreto de 1 grau de liberdade, sujeito a forçamento 
harmônico, composto por um sistema principal com massa e rigidez 𝑚𝑝 e 𝑘𝑝, respectivamente, e 
absorvedor dinâmico com massa e rigidez 𝑚𝐴𝐷𝑉 e 𝑘𝐴𝐷𝑉, respectivamente. A frequência de 





Note que a frequência de sintonização do conjunto sistema principal-ADV é na verdade 
a frequência natural do absorvedor dinâmico. Nessa frequência, a energia transportada ao 
conjunto pelo forçamento será absorvida pelo ADV, enquanto o sistema principal permanece em 
repouso. 
Em metamateriais acústicos estruturais, o meio de propagação da onda acústica é um 
sólido elástico, como uma viga por exemplo. Com base nos trabalhos de Cheng et al. (2008) e 
Yao et al. (2008), observa-se que para a confecção de metamateriais acústicos estruturais é 
necessário a inclusão de unidades ressonadoras com frequência de ressonância idênticas, que 
funcionam como absorvedores de vibração. Usualmente essa inclusão é feita de maneira 
periódica, uma vez que a análise matemática se torna mais simples desta maneira. A disposição 
de diversos ressonadores na estrutura, faz com que a frequência de sintonização se torne uma 
região de sintonização, i.e., a absorção de energia da estrutura principal pelos ressonadores ocorre 
em uma faixa de frequência e não em uma frequência específica. Dessa forma, assim como 
metamateriais eletromagnéticos e metamateriais acústicos, os metamateriais acústicos estruturais 
têm a propriedade de zona de atenuação de vibração, i.e., efeito de Band Gap. 
Além disso, vale ressaltar que modelos reais de metamateriais acústicos estruturais 
possuem ressonadores que vibram em mais de um grau de liberdade, ou seja, possuem mais de 
um modo de vibração e, consequentemente, mais de uma frequência de ressonância. Para 
frequências abaixo das frequências de ressonância dos ressonadores, o modo acústico domina a 
resposta, i.e., a estrutura e os ressonadores oscilam na mesma fase. Para frequências acima das 
frequências de ressonância dos ressonadores, o modo óptico domina a resposta, i.e., a estrutura e 
os ressonadores oscilam em fase oposta (Beli & Arruda, 2016). 
As ressonâncias locais (frequências naturais dos ressonadores) criadas pelos modos 
naturais dos ressonadores absorvem a energia mecânica de modo que a estrutura não transmite 
vibração nessas faixas de frequência. Dessa forma, o efeito de Band Gap é criado com a vibração 
dos ressonadores e não-vibração da estrutura. 
2.2.  Propagação de Ondas 
Para que haja controle sobre a geração e emissão de ruído, é necessário que se entenda a 
física e, por consequência, os modelos matemáticos que descrevem o comportamento de vibração 
de estruturas. O campo que estuda isso é a vibroacústica, ou acústica estrutural. (Fahy & 
Gardonio, 2007). 
Dada uma perturbação em um ponto do meio, as partes que se movimentam atuam sobre 
às vizinhanças, transmitindo esse movimento. A perturbação é transmitida, gerando propagação 
do movimento. A propagação desse movimento nada mais é do que a propagação de uma onda. 
Ondas são capazes de transmitir energia ao longo do espaço ou de um meio sem que ocorra 
transferência de massa. (Sousa, 2015). A seguir tem-se algumas classificações de ondas. 
• Quanto à natureza da onda: 
Podemos definir a natureza de uma onda por:  
a) Ondas mecânicas: necessitam de um meio para se propagar, sejam estes meios sólidos, 
líquidos ou gasosos, mas não podem se propagar no vácuo. Exemplos: ondas oceânicas, 
ondas sonoras, ondas sísmicas. 
b) Ondas eletromagnéticas: resultam de um campo elétrico e um campo magnético. 
Propagam-se no vácuo com velocidade da luz. Exemplos: luz, ondas de rádio. 
 
• Quanto à direção de vibração: 
As ondas podem ser classificadas conforme a direção de vibração. Temos dois tipos, as 
ondas transversais (vibração perpendicular à direção de propagação da onda) e ondas 
longitudinais (vibração na mesma direção de propagação da onda), Figura 6. Exemplos de ondas 
transversais são ondas eletromagnéticas, ondas propagando em uma corda ou ondas de flexão em 
uma viga. Já para ondas longitudinais alguns exemplos são ondas sonoras, ondas propagando em 
uma mola e ondas de tração e compressão em uma barra. 
 
Figura 6 – Esquema ilustrativo de ondas transversais (esquerda) e ondas longitudinais (direita) 
(Ferraro, 2016). 
• Quanto à direção de propagação da onda: 
Temos três tipos: ondas unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. São, 
respectivamente, ondas que se propagam em uma só direção, como ondas em cordas, ondas que 
se propagam em duas direções, como ondas na superfície de um líquido e ondas que se propagam 
em todas as direções, por exemplo ondas sonoras no ar. 
• Quanto à forma da onda: 
As ondas podem ser classificadas em três tipos diferentes quanto a sua forma, sendo elas: 
ondas propagantes, ondas atenuantes e ondas evanescentes. Antes de entender com afinco esses 
tipos, é necessário realizar uma revisão de alguns conceitos fundamentais das ondas. 
Ondas são fenômenos que variam tanto no tempo, Figura 7, como no espaço, Figura 8, e 
por este motivo, ao realizar uma análise, pode-se optar por uma análise temporal ou espacial das 
ondas. Define-se por período 𝑇 como o intervalo de tempo gasto para a onda completar um ciclo 





De maneira análoga, define-se por comprimento de onda 𝜆 como o intervalo de espaço 
para a onda completar um ciclo completo de uma oscilação (período espacial). Define-se também 







Figura 7 – Abordagem temporal da propagação de uma onda (Fahy, 1987). 
 
Figura 8 – Abordagem espacial da propagação de uma onda (Fahy, 1987). 
É importante saber as diferentes naturezas da frequência angular e do número de onda. A 
frequência natural é um número real, enquanto o número de onda é um número complexo da 
forma 𝑘 = −𝛼𝑖 + 𝛽, onde α é a constante de atenuação e representa o quanto a onda decresce no 
espaço e 𝛽 é a constante de fase e descreve a mudança de fase da onda por unidade de espaço. 
O número de onda pode assumir três formas: puramente real, i.e., 𝛼 = 0. Complexo, i.e., 
𝛼 ≠ 0 e 𝛽 ≠ 0 e puramente imaginário, i.e., 𝛽 = 0. Quando o número de onda é puramente real, 
podemos defini-la como uma onda propagante, aonde a oscilação se propaga indefinidamente no 
espaço. Quando o número de onda é complexo, define-se como uma onda atenuante, neste caso a 
oscilação se propaga, porém, sua amplitude decai ao longo da propagação. Por fim, quando o 
número de onda é puramente imaginário, temos uma onda evanescente. Ondas evanescentes são 
ondas que não se propagam, são apenas um aumento de amplitude local que decai 
exponencialmente. Pode-se fazer uma analogia e falar que ondas evanescentes são transientes 
espaciais. 
 
Figura 9 – Ondas propagantes (a), ondas atenuantes (b) e ondas evanescentes (c) (Sousa, 2015). 
Tendo em vista os conceitos de número de onda e frequência angular, é possível entender 
outros conceitos dependentes desses valores. Define-se por velocidade de fase a velocidade por 





A velocidade de fase pode conter parte real e/ou imaginária, uma vez que o número de 
onda é um número complexo. Para o caso de um número de onda puramente imaginário, ou seja, 
uma onda evanescente, note que a velocidade de fase será um número puramente imaginário 
também, evidenciando a propriedade deste tipo de onda de não se propagar. 
Podemos ainda definir a razão entre número de onda e frequência angular 𝑘/𝜔. Esta razão 
é chamada de relação de dispersão e nos dá informações não apenas do tipo de onda como também 
do meio em que a onda se propaga. Utilizando esta relação, podemos plotar um gráfico do número 
de onda em função da frequência angular, denominado curva de dispersão. Curvas de dispersão 
são excelentes ferramentas e podem nos informar sobre a interação de diferentes ondas em um 
meio. (Fahy, Gardonio, 2007). Por exemplo, no ponto de interseção das curvas de dispersão de 
dois tipos de ondas diferentes temos valores de frequência angular e número de onda iguais e, 
portanto, comprimento de onda e velocidade de fase iguais. Informações como a velocidade de 





 A velocidade de grupo é a velocidade na qual a energia é transportada pela onda. Agora, 
podemos definir dois novos conceitos: ondas dispersivas e ondas não dispersivas. Ondas 
dispersivas são ondas nas quais a velocidade de grupo é diferente da velocidade de fase, fazendo 
com que a forma da onda se altere. Para ondas não dispersivas, a velocidade de grupo e fase são 
iguais, i.e., a onda se conserva ao longo de sua propagação. 







Com isso, é possível concluir que a relação de dispersão é linear. De maneira análoga, se 
a onda é dispersiva percebe-se que a relação de dispersão é não linear. 
2.3.  Equação da Onda 
A equação da onda é uma equação diferencial linear que descreve o fenômeno de 
propagação de ondas. A equação pode ser ordinária ou parcial dependendo do caso analisado. O 
modelamento matemático desta equação nos ajuda a entender desde fenômenos mais complexos 
de acústica e eletromagnetismo, a fenômenos mais simples como o de uma corda vibrando. É 
importante lembrar que existem modelos mais complexos da mecânica quântica para descrever o 
fenômeno de ondas, porém neste trabalho vamos usar as abordagens matemáticas da mecânica 
clássica para descrever o problema de propagação de ondas.  
2.3.1.  Caso Geral para Fluidos 
Para o caso geral da perturbação dos fluidos, o fenômeno de onda é uma equação 
diferencial parcial linear de segunda ordem. A equação diz respeito a uma variável de tempo 𝑡, 
um vetor de variáveis espaciais 𝑿 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) e uma função escalar 𝜑 = 𝜑(𝑿, 𝑡) que modelam o 
deslocamento da onda 
𝜕2𝜑
𝜕𝑡2










  é o Laplaciano e 𝑐 é uma constante que informa a velocidade de 
propagação da onda. Soluções desta equação propagam-se em todas direções espaciais, assim 
como ondas físicas a partir de uma perturbação em um determinado ponto no espaço. Por esta 
equação ser linear, podemos usar o princípio da superposição, i.e., a soma de quaisquer duas 
soluções também é uma solução. 
Para obter uma solução deste tipo de equação são necessárias duas condições iniciais e 
duas condições de contorno, pois a equação é de segunda ordem. As condições iniciais dizem 
respeito ao tempo e as condições de contorno dizem respeito ao espaço. 
 
2.3.2.  Ondas Transversais em uma Corda  
Este é o modelo mais simples de comportamentos ondulatórios unidimensionais (onda se 
propagando em apenas uma direção). Modelos simplificados de comportamentos encontrados na 
natureza são muito úteis pois podem ser entendidos com um nível de detalhe alto. Além disso, 
exibem comportamentos similares aos de casos reais mais complexos, sendo de grande ajuda no 
entendimento qualitativo de problemas. 
Considere uma corda esticada de comprimento 𝐿 com suas extremidades fixas nos pontos 
𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿. A corda possui uma densidade linear de massa 𝜇 (massa por unidade de 
comprimento) constante e está sendo esticada por uma força constante 𝑇. Algumas hipóteses para 
simplificação do problema são levadas em conta, dentre elas: despreza-se o efeito da gravidade e 
considera-se hipótese de pequenos ângulos (linearização do problema). A equação que descreve 








𝑦(𝑥, 𝑡), (17) 
onde a velocidade de propagação da onda é 𝑣 = √𝑇 𝜇⁄ . A equação (17) é um caso particular da 
equação de onda unidimensional. A solução geral para uma onda unidimensional foi obtida por 
d’Alembert no século XVIII. Tomando as extremidades da corda fixas, temos nossas condições 
de contorno 𝑦(0, 𝑡) = 0 e 𝑦(𝐿, 𝑡) = 0. Podemos assumir as duas condições iniciais (posição da 
corda em 𝑡 = 0 e velocidade da corda em 𝑡 = 0) como sendo duas funções quaisquer, i.e., 
𝑦(𝑥, 0) = 𝑦1(𝑥) e 
𝜕
𝜕𝑡
𝑦(𝑥, 0) = 𝑦2(𝑥). 
A expressão para uma onda que se propaga para direita pode ser da forma 𝑓(𝑥 − 𝑣𝑡) e da 
onda que se propaga para a esquerda 𝑔(𝑥 + 𝑣𝑡). Utilizando o princípio da superposição, 




[𝑦0(𝑥 − 𝑣𝑡) + 𝑦0(𝑥 + 𝑣𝑡)], (18) 
que é, portanto, uma solução para a equação da onda unidimensional, conhecida como fórmula 
de d’Alembert. Tome por exemplo o caso de 𝑦0(𝑥) ser um pulso quadrado. A evolução temporal 
do pulso pode ser visualizada na Figura 10. 
 
Figura 10 – Evolução temporal de um pulso em uma corda (Roque, 2008). 
2.3.3.  Ondas Longitudinais em Sólidos 
Ondas longitudinais são ondas em que o deslocamento das partículas ocorre no mesmo 
sentido de propagação da onda. Se tomarmos dois planos paralelos em um sólido elástico em 
repouso, separados por uma distância infinitesimal 𝛿𝑥, podemos observar que os planos são 
movidos em distâncias diferentes ao serem perturbados por uma onda (Fahy & Gardonio, 2007). 
 
Figura 11 – Diferentes deslocamentos em dois planos diferentes durante a propagação de uma 
onda longitudinal em um sólido (Fahy & Gardonio, 2007). 




⁄ , (19) 
onde ξ é o deslocamento entre as partículas na direção 𝑥. Sabe-se, pela lei de Hooke, que 
a tensão normal 𝜎𝑥𝑥 deve ser proporcional à deformação longitudinal, ou seja 
𝜎𝑥𝑥 = 𝐵 𝑥𝑥 , (20) 
onde 𝐵 é uma constante arbitrária. Para uma barra uniforme e delgada, sabe-se que essa constante 
é o Módulo de Elasticidade, ou Módulo de Young (𝐸). No caso de um sólido, quando o mesmo é 
tensionado em um sentido, a deformação não ocorre apenas nesse sentido. Em uma tentativa do 
corpo a manter seu volume, ele acaba se contraindo lateralmente, no caso de tração, e se 
expandindo lateralmente, no caso de compressão, como ilustrado na Figura 12. 
Esse fenômeno é conhecido como contração de Poisson, sendo o coeficiente de Poisson 










Figura 12 – Esquema representando o fenômeno da contração de Poisson. Sólido sobre 
compressão, na esquerda, e tração, na direita (Paris, 2014). 
Portanto, para o caso de ondas puramente longitudinais em sólidos, a constante 𝐵 pode 
ser dada por 
𝐵 =
𝐸(1 − 𝜈)
(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
. (22) 
Aplicando equilíbrio de forças no elemento infinitesimal da Figura 11 e utilizando as 













𝜌⁄ . (24) 
 
2.3.4.  Ondas Quase-Longitudinais em Sólidos 
Ondas puramente longitudinais só podem ocorrer em volumes de sólidos em que as 
dimensões nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧 do sólido são grandes quando comparadas ao comprimento de 
onda longitudinal, portanto, a análise usando teoria de ondas puramente longitudinais só deve ser 
usada em casos que se trata de propagação de ondas em estruturas mais robustas ou para altas 
frequências, i.e., comprimento de onda baixo. 
Para estruturas que possuem uma ou mais das dimensões muito menor do que as outras, 
como uma barra esbelta ou uma placa fina, uma outra forma de onda longitudinal está presente, 
chamada de onda quase-longitudinal, pois a tensão longitudinal gerada pela deformação 
longitudinal quando a onda está passando, vai gerar tensões laterais através da contração de 
Poisson. (Fahy & Gardonio, 2007). 
A equação da onda quase-longitudinal em uma barra esbelta e sua velocidade de fase são 














2.3.5.  Ondas Transversais em Sólidos 
Ondas transversais são ondas em que o deslocamento das partículas ocorre no sentido 
perpendicular à propagação da onda. Ondas transversais também podem ser chamadas de ondas 
de cisalhamento. (Fahy & Gardonio, 2007). Análogo à equação (20), para uma onda propagando 
na direção 𝑥 em um sólido, temos 




onde 𝐺 é o módulo de cisalhamento do material (ou módulo de torção) e 
𝜕𝜂
𝜕𝑥
 é a deformação vertical 
do elemento. O módulo de cisalhamento pode ser dado em função do módulo de elasticidade e 





 Considere um elemento infinitesimal de um sólido sob efeito de cisalhamento (caso 
estático), mostrado na Figura 13. 
 
Figura 13 – Elemento infinitesimal de um sólido sob o efeito de tensões de cisalhamento (Fahy 
& Gardonio, 2007). 
Para o caso de equilíbrio estático, as tensões de cisalhamento agindo em faces opostas na 






= 0. (29) 
Ao analisarmos os efeitos das deformações de cisalhamento associados à propagação de 
uma onda transversal, a equação (29) não é correta. Inclusive, as diferenças entre as tensões de 




que pode ser vista na Figura 14. 
 
Figura 14 – Elemento infinitesimal de um sólido sob o efeito de tensões de cisalhamento devido 
à propagação de uma onda transversal (Fahy & Gardonio – 2007). 








onde 𝜂 é o deslocamento transversal na direção 𝑦. Substituindo a equação (27) na equação (30), 









 A velocidade de fase é, portanto 
𝑐𝑓𝑡 = √
𝐺
𝜌⁄ . (32) 
 É importante notar que a velocidade de fase da onda transversal é consideravelmente 
menor que a velocidade de fase da onda quase-longitudinal. Basta tomarmos a razão 
𝑐𝑓𝑡
𝑐𝑓𝑞𝑙⁄  















 Os mecanismos de cisalhamento em um elemento também podem ser causados por 















onde 𝜃 representa a rotação do elemento, 𝐼𝑝 é o momento polar de inércia que depende da 
geometria da seção transversal e 𝐽 é a constante de torção do elemento. 
2.3.6.  Ondas Flexurais em Vigas (Euler-Bernoulli) 
Ondas flexurais são o tipo de onda mais importante no estudo de vibroacústica devido ao 
fato de possuírem excelente interação estrutura-fluido, dessa forma, são as principais responsáveis 
na geração de ruído. Isso ocorre uma vez que ondas flexurais envolvem grandes deslocamentos 
na direção transversal ao sentido da propagação da onda, perturbando de maneira efetiva o fluido 
ao seu redor (Fahy & Gardonio, 2007). 
Ondas flexurais são similares às ondas transversais, uma vez que realizam deslocamento 
transversal da viga no momento em que a onda está sendo transmitido, mas com adição do efeito 
de rotação da viga, o que não ocorre para ondas transversais. 
 
Figura 15 – Comparação entre ondas transversais (cima) e ondas flexurais (baixo) (Fahy & 
Gardonio, 2007). 
A rotação do elemento em torno da linha neutra 𝛽 se relaciona com o deslocamento 





Utilizando teoria de viga de Euler-Bernoulli é possível deduzirmos a equação do 
movimento para a viga, a partir de equilíbrio de forças e momentos em um elemento infinitesimal 







= 0. (37) 
Assumindo uma resposta harmônica do tipo 𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑒𝑖𝜔𝑡, onde 𝑎 é a amplitude, 
𝑘 o número de onda e 𝜔 a frequência angular. É possível mostrar que 
𝐸𝐼𝑘4 − 𝜌𝐴𝜔2 = 0, (38) 
de onde é possível obter números de onda da forma 𝑘4 =
𝜌𝐴
𝐸𝐼
𝜔². Note que este é o primeiro tipo 
de onda analisado que tem derivada espacial de quarta ordem, resultando em quatro números de 
onda diferentes, portanto, quatro tipos de onda diferentes. Para os outros casos (ondas 
longitudinais, quase-longitudinais e transversais) só tínhamos dois tipos de ondas diferentes: 
ondas propagando para a direita e ondas propagando para a esquerda. 
Temos, portanto, quatro tipos de onda diferentes atuantes em vibração flexural, 












  (39) 
 Como mostrado na Figura 9, seção 2.2, números de onda puramente reais representam 
ondas propagantes e números de onda puramente imaginários representam ondas evanescentes. 
Logo, 𝑘1,2 representa ondas propagantes que se propagam para direita e esquerda, e 𝑘3,4 
representa ondas evanescentes para direita e esquerda. A solução geral é da forma 
𝜂(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐶𝑒−𝑘𝑥 + 𝐷𝑒𝑘𝑥)𝑒𝑖𝑤𝑡 . (40) 
 Onde A é uma onda propagando no sentido positivo, B uma onda propagando no sentido 
negativo, C uma onda evanescente no sentido positivo e D uma onda evanescente no sentido 
negativo. Tal fato pode ser evidenciado pelo fato das ondas propagantes terem exponencial 
complexo, enquanto que as ondas evanescentes têm exponencial real. Pela famosa relação de 
Euler, sabe-se que exponenciais complexas possuem caráter oscilatório, pois 
𝑒𝑖𝑥 = cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑥). (41) 
 A velocidade de fase é dada por 𝑐𝑓 = 𝑤/𝑘, portanto 











.  (42) 
 Note que a velocidade de fase das ondas flexurais depende da frequência 𝜔, portanto 
trata-se de ondas dispersivas.  
2.3.7.  Ondas Flexurais em Vigas (Timoshenko) 
A teoria de viga de Euler-Bernoulli é muito utilizada para resolução de diversos 
problemas de engenharia, sendo excelente pela simplicidade e acurácia do modelo. Entretanto, 
para alguns casos a teoria se mostra inexata. Para problemas de alta frequência ou vigas não 
esbeltas, a teoria de viga de Timoshenko é melhor empregada (Tolfo & Claeyssen, 2012). 
A teoria de vigas de Timoshenko inclui efeitos de cisalhamento entre planos da seção 
transversal e efeitos de rotação.  
 
Figura 16 – Efeitos da deformação devido ao cisalhamento (Inman, 2001). 


















= 0. (43) 
Assumindo uma resposta harmônica do tipo 𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑒𝑖𝜔𝑡, onde 𝑎 é a amplitude, 
𝑘 o número de onda e 𝜔 a frequência angular, podemos obter a expressão para número de onda 




























onde 𝐾 é o coeficiente de cisalhamento e depende da geometria da seção transversal da viga, 
módulo de elasticidade e cisalhamento complexos 𝐸 = 𝐸(1 + 𝑖𝛾) e 𝐺 = 𝐺(1 + 𝑖𝛾) (modelo de 
amortecimento estrutural) e 𝛼 = 1 − 𝑖𝜔𝛾√𝐸 𝐺⁄ . Não diferente do modelo de viga de Euler-
Bernoulli, temos quatro números de onda diferentes e velocidade de fase dependente da 
frequência, i.e., ondas dispersivas. 
Considere uma viga engastada com uma carga na ponta. O deslocamento vertical 𝛿 da 
viga pode ser calculado. Abaixo temos a comparação dos resultados obtidos para teoria de viga 
de Euler-Bernoulli (TEB) e teoria de viga de Timoshenko (TT). 
 Tabela 1 – Razão entre deslocamentos para as duas teorias de vigas propostas em função do 
índice de esbeltez. 
 
2.4.  Amortecimento 
Sistemas mecânicos são compostos por parâmetros de energia potencial, energia cinética 
e dissipadores de energia. O parâmetro de dissipação de energia mecânica do sistema é o 
amortecedor. A dissipação desta energia pode ocorrer pela geração de calor, ou geração de som. 
É uma propriedade extremamente sensível de materiais e estruturas e determina fatores 
importantes, como a amplitude de vibração na ressonância e o tempo em que a estrutura 
permanece vibrando após a excitação. 
2.4.1.  Modelo de Amortecimento Viscoso 
Considere um sistema discreto com duas partículas, a primeira com velocidade 𝑣1 =
𝜕𝑥1
𝜕𝑡
⁄  e a segunda com velocidade 𝑣2 =
𝜕𝑥2
𝜕𝑡
⁄ , ambas partículas conectadas por um 
amortecedor viscoso. A força no amortecedor é proporcional à velocidade, ou seja (Meirovitch – 
1986). 
𝐹𝑑 = 𝑐(𝑣2 − 𝑣1), (45) 
onde 𝑐 é o coeficiente de amortecimento viscoso. O trabalho realizado pelo amortecedor 
é, portanto, 
Índice de esbeltez 
𝐺𝐴𝐿²
𝐸𝐼










Como o termo 𝑣² é sempre maior que zero, conclui-se que o amortecedor sempre dissipa 
energia e possui forças não conservativas. O amortecimento é o único parâmetro do sistema que 
dissipa energia, os parâmetros de energia potencial e cinética conseguem armazenar energia do 
sistema e liberar depois, uma vez que as suas forças são conservativas. 
 A equação do movimento para um sistema com modelo de amortecimento viscoso é 







+ 𝑘𝑥 = 0, (47) 
onde 𝑚 é a massa total do sistema, 𝑐 é o amortecimento total do sistema e 𝑘 é a rigidez total do 
sistema. 
2.4.2.  Modelo de Amortecimento Estrutural 
O modelo de amortecimento estrutural é o modelo típico de dinâmica de estruturas e seu 
modelamento matemático é feito através de um modelo de amortecimento viscoso equivalente, 
feito por aproximações de dissipação de energia. Sabe-se o trabalho realizado por um 
amortecimento viscoso e, experimentalmente, obteve-se o trabalho realizado por um 
amortecimento estrutural. 




+ 𝑘(1 + 𝑖𝛾)𝑥 = 0, (48) 
onde 𝑖 = √−1 é a unidade imaginária e 𝛾 é o fator de perda. A parte real do termo 𝑘(1 + 𝑖𝛾) está 
associada à rigidez do sistema, enquanto a parte imaginária está associada ao amortecimento 
estrutural do sistema. Usualmente, utiliza-se o Módulo de Elasticidade complexo para 
modelamento de amortecimentos estruturais, uma vez que já está associado à rigidez do sistema, 
ou seja 
?̃? = 𝐸(1 + 𝑖𝛾). (49) 
 
2.5.  Método de Elementos Finitos 
O método dos elementos finitos (Finite Element Method, FEM) é um método numérico 
utilizado para determinar soluções aproximadas de problemas regidos por equações diferenciais. 
Pode ser utilizado para solução de diversos e variados problemas da engenharia, desde análise 
estruturais a problemas de escoamentos de fluidos. 
A solução analítica destes problemas pode ser bem complexa ou inexistente e, 
usualmente, requerem a solução de equações diferencias parciais. O método consiste na 
discretização do domínio em partes menores e mais simples, de maneira que a solução do 
problema se torna um sistema de equações algébricas.  
Geralmente, quanto maior for a discretização do domínio, mais próxima a solução 
numérica será da solução analítica, contudo, maior será o custo computacional envolvido na 
solução do problema. É importante ter em mente que existem erros nas soluções do método. Estes 
erros podem ser originados por causas diferentes, como por exemplo: erro de modelamento, erro 
de discretização do domínio e erro numérico (Pereira, 1996). 
O erro de modelamento ocorre quando o modelo matemático usado para descrição do 
problema físico não reproduz exatamente o comportamento real, i.e., as hipóteses assumidas 
podem não ser as mais corretas. Erros de discretização do domínio ocorrem quando a geometria 
dos elementos escolhidos para discretização do problema não são compatíveis com a geometria 
da estrutura a ser analisada. Por exemplo, ao se discretizar um quadrado com elementos circulares, 
por mais refinada que seja a malha, a geometria do domínio nunca será exatamente representada. 
O erro numérico, chamado também de erro de truncamento, é um erro inerente de 
qualquer método numérico. O erro surge cada vez que se substitui um processo matemático 
infinito por um processo finito. Os erros de truncamento aumentam com o número de graus de 
liberdade do problema, de forma que determinadas precisões só possam ser atingidas através de 
métodos adaptativos. Por exemplo, o número de Euler 𝑒 pode ser calculado pela série de Taylor, 







O número exato de Euler só é obtido se realizarmos uma soma infinita, ou seja, na prática, 
esse valor é impossível de ser obtido. Usualmente realiza-se um somatório finito com um número 
de termos suficientes para que o resultado seja próximo do real. Essa diferença entre valor real e 
valor calculado por um somatório finito é caracterizado por erro de truncamento. 
2.6.  Método de Ondas e Elementos Finitos (WFE) 
O método de ondas e elementos finitos (Wave Finite Element, WFE) é um método para 
solução de problemas mais complexos de propagação de ondas. O método consiste em modelar 
uma seção da estrutura periódica, denominada célula periódica, utilizando o método de elementos 
finitos convencional. Deste modelo, é possível extrair informações da estrutura como massa, 
rigidez e amortecimento de cada nó. Essas informações vêm na forma de matrizes e são 
denominadas: matriz de massa 𝐌, matriz de rigidez 𝐊 e matriz de amortecimento 𝐂. É possível, 
então, montarmos a matriz de rigidez dinâmica dos nós e do elemento. Com a matriz de rigidez 
dinâmica obtemos a matriz de transferência, que aliada a uma condição de periodicidade da 
estrutura nos fornece um autoproblema (problema de autovalor e autovetor). Os autovalores e 
autovetores correspondem aos números de onda e modo de onda da estrutura livre-livre, 
respectivamente (Waki, 2007). 
2.6.1.  Matriz de Rigidez Dinâmica  
A matriz de rigidez dinâmica 𝐃 é uma ferramenta fundamental para o método de ondas e 
elementos finitos (WFE), uma vez que nela estão contidas informações de inércia, rigidez e 
amortecimento de uma célula periódica. Além disso, a matriz de rigidez dinâmica relaciona os 
deslocamentos com os carregamentos em um elemento. Considerando-se uma célula periódica de 
uma estrutura, podemos relacionar os deslocamentos e forças, como mostrado na Figura 17. 
 
Figura 17 – Diagrama de forças e deslocamentos à esquerda, 𝑭𝑳 e 𝒒𝑳, e à direita, 𝑭𝑹 e 𝒒𝑹 de um 
elemento. 
Assumindo movimento harmônico, temos a seguinte equação do movimento 
(𝐊 − 𝑖𝜔𝐂 − 𝜔2𝐌)𝐪 = 𝐅,                                                                                               (51)   
onde 𝐅 e 𝐪 são os vetores de carregamento e deslocamento, respectivamente.      
Assumindo um módulo de elasticidade complexo, como o da equação (49) é possível 
modelarmos o problema com modelo de amortecimento estrutural, de modo que a equação do 
movimento se torna 
(𝐊 − 𝜔2𝐌)𝐪 = 𝐅.                                                                                                          (52)      
Define-se, portanto, a matriz de rigidez dinâmica como sendo 
𝐃𝐪 = 𝐅.                                                                                                                          (53)  
Podemos ainda, decompor a equação (53) em termos de grau de liberdade da fronteira 














].                                                                                          (54) 
Resolvendo a equação (54), temos um sistema de três equações, onde a primeira equação 
corresponde à operação da primeira linha da matriz, a segunda equação corresponde à operação 
da segunda linha da matriz e a terceira equação corresponde à operação da terceira linha da matriz. 
A primeira equação deste sistema, é, portanto 
𝐃𝐈𝐈𝐪𝐈 + 𝐃𝐈𝐋𝐪𝐋 + 𝐃𝐈𝐑𝐪𝐑 = 𝟎.                                                                                        (55) 
Isolando o vetor 𝐪𝐈, obtemos 
𝐪𝐈 = 𝐃𝐈𝐈
−1(𝐃𝐈𝐋𝐪𝐋 + 𝐃𝐈𝐑𝐪𝐑).                                                                                          (56) 
Agora podemos eliminar os graus de liberdade interior da seguinte forma 
[
𝐃𝐋𝐋 − 𝐃𝐋𝐈𝐃𝐈𝐈
−1𝐃𝐈𝐋 𝐃𝐋𝐑 − 𝐃𝐋𝐈𝐃𝐈𝐈
−1𝐃𝐈𝐑
𝐃𝐑𝐋 − 𝐃𝐑𝐈𝐃𝐈𝐈








].                                             (57) 
De forma que podemos escrever uma matriz de rigidez dinâmica 𝐃∗ em função apenas 













],                                                                                              (58) 
onde: 
𝐃𝐋𝐋
∗ = 𝐃𝐋𝐋 − 𝐃𝐋𝐈𝐃𝐈𝐈
−𝟏𝐃𝐈𝐋, 
𝐃𝐋𝐑
∗ = 𝐃𝐋𝐑 − 𝐃𝐋𝐈𝐃𝐈𝐈
−𝟏𝐃𝐈𝐑, 
𝐃𝐑𝐋
∗ = 𝐃𝐑𝐋 − 𝐃𝐑𝐈𝐃𝐈𝐈
−𝟏𝐃𝐈𝐋, 
𝐃𝐑𝐑
∗ = 𝐃𝐑𝐑 − 𝐃𝐑𝐈𝐃𝐈𝐈
−𝟏𝐃𝐈𝐑. 
(59) 
Os sobrescritos * serão suprimidos deste ponto em diante do trabalho para facilitar a 
notação. Cada nó do elemento possui uma matriz de rigidez dinâmica própria de tamanho 𝑛 x 𝑛, 
onde 𝑛 é o número de graus de liberdade de cada nó (Waki, 2009a). Portanto, o tamanho da matriz 
de rigidez dinâmica global do elemento vai depender do número de nós do elemento e do número 
de graus de liberdade de cada nó. 
2.6.2.  Matriz de Transferência 
Podemos definir uma matriz de transferência 𝐓 que relaciona os deslocamentos e forças 
entre duas células adjacentes ao longo da propagação da onda (Sousa, 2015).  
 










].                                                                                                               (60) 
Pela continuidade de deslocamentos e equilíbrio de forças entre duas células periódicas 












].                                                                                        (61) 








].                                                                    (62) 
Considerando que a onda que se propaga na estrutura obedece às previsões do teorema 
de Bloch, que diz que uma onda que se propaga em uma estrutura periódica, também vai ter 
comportamento periódico, e considerando periodicidade da estrutura, temos o seguinte problema 




] = 𝜆 [
𝐪𝐋
𝐅𝐋
].                                                                                                             (63) 
Da equação (63), podemos obter a seguinte relação: 
𝐅𝐋 = (𝐃𝐋𝐋 + 𝜆𝐃𝐋𝐑)𝐪𝐋                                                                                                  (64) 
Substituindo a equação (64) na equação (63) e lembrando das propriedades de simetria 
da matriz de rigidez dinâmica, i.e.: 
     
𝐃𝐋𝐋
𝐓 = 𝐃𝐋𝐋 , 𝐃𝐋𝐑
𝐓 = 𝐃𝐑𝐋 ,
𝐃𝐑𝐋
𝐓 = 𝐃𝐋𝐑 , 𝐃𝐑𝐑
𝐓 = 𝐃𝐑𝐑 .
 (65) 
De onde obtemos 
(𝐃𝐋𝐋 + 𝐃𝐑𝐑 + 𝜆𝐃𝐋𝐑 +
1
𝜆
𝐃𝐑𝐋)𝐪L = 𝟎.                                                                         (66) 
Tomando a transposta da equação (66) e utilizando as propriedades de simetria da matriz 
de rigidez dinâmica (65), temos que, se 𝜆 é um autovalor, 1 𝜆⁄  também será (Mace et al., 2005). 
Os autovalores 𝜆 e 1 𝜆⁄  representam ondas propagando no sentido positivo e ondas propagando 
no sentido negativo, respectivamente. O autovalor será do tipo 
𝜆 = 𝑒−𝑖𝑘Δ,                                                                                                                      (67) 
onde 𝑘 é o número de onda e Δ é o comprimento da célula periódica na qual a onda se propaga.  






−, onde os autovalores nos fornecem os números de onda e os autovetores nos fornecem os 
modos de onda. Associados a propagação da onda no sentido positivo temos 𝜆𝑗 e 𝚽𝑗
+ e associados 
a propagação da onda no sentido negativo temos 1 𝜆𝑗
⁄  e 𝚽𝑗
−. O subscrito 𝑗 representa os j-ésimos 
números e modos de onda. 
No entanto a resolução do problema de autovalor e autovetor utilizando a matriz de 
transferência resulta em problemas numéricos devido a mal condicionamento numérico, 
principalmente para modelos com número de graus de liberdade elevados, i.e., diversos tipos de 
onda. O problema ocorre uma vez que temos valores muito pequenos de 𝜆 e valores muito grandes 
de 1 𝜆⁄ , que representam ondas que decaem muito rapidamente, nos sentidos positivo e negativo, 
respectivamente, ao longo do deslocamento Δ da estrutura periódica. Além disso, mais problemas 
numéricos podem surgir durante as inversões das partições da matriz de rigidez dinâmica para 
obtenção da matriz de transferência (Waki et al., 2009b). Para isso são necessários métodos para 
evitar estes problemas numéricos. 
2.6.3.  Método de Zhong 
Para resolução de problemas físicos, é possível escolher que tipo de modelagem ou 
formulação matemática será usada para melhor descrever o problema, desta forma temos maneiras 
equivalentes de descrever mecanismos clássicos. Dentro deste âmbito, temos algumas 
formulações conhecidas, como a clássica (Newtoniana) ou a Lagrangeana, que expressa 
confinamentos diferenciais de segunda ordem sobre um espaço coordenado 𝑛-dimensional. Uma 
outra formulação pode ser a Hamiltoniana, que expressa confinamentos de primeira ordem sobre 
um espaço de fases 2n-dimensional. Podemos definir, ainda, um sistema Hamiltoniano como um 
sistema de equações diferenciais escritas na forma de equações de Hamilton.  
Uma matriz simplética é uma matriz com origem no sistema Hamiltoniano. O método de 
Zhong consiste em utilizar propriedades de matriz simplética da matriz de transferência para 
escrever o problema de autovalor e autovetor de uma maneira melhor condicionada (Zhong & 
Williams, 1995). Pode-se mostrar que matriz de transferência é uma matriz simplética, pois 
𝐓T𝐉𝒏𝐓 = 𝐉𝒏,                                                                                                                   (68) 




].                                                                                                            (69) 
Em que 𝐈𝒏 é uma matriz identidade de tamanho 𝑛 x 𝑛. 
Podemos, ainda, definir duas matrizes 𝐋 e 𝐍 tais que 𝐓 = 𝐋𝐍−1. Com isso obtemos o 




] = λ𝐋 [
𝐪𝐋
𝐪𝐑
].                                                                                                          (70) 





] = µ𝐋T𝐉𝐧𝐋 [
𝐪𝐋
𝐪𝐑
],                                                                      (71) 
onde µ = (𝜆 +
1
𝜆
). Resolvendo a equação (71) significa encontrar as raízes para os autovalores µ. 
Note que agora os valores absolutos vão estar mais próximos um dos outros, devido à soma dos 






























] = 𝐍 [
𝐪𝐋
𝐪𝐑
].                                                                                                          (73) 





].                                                                               (74) 




]) = 𝐋T (𝐉𝐧𝐋 [
𝐪𝐋
𝐪𝐑
]).                                                                                (75) 









𝐋) = 0,                                                                                          (76) 
o que significa que 1 µ⁄  também é um autovalor. Portanto, os autovalores µ𝑗 correspondem aos 
números de onda de ondas propagando para a direita e os autovalores 1 µ𝑗⁄  correspondem aos 
números de onda de ondas propagando para a esquerda. Como a solução destes autovalores é de 
raiz única, cada autovalor tem um autovetor correspondente da forma 
𝚿 = (𝐉𝐧𝐋 [
𝐪𝐋
𝐪𝐑
]),                                                                                                            (77) 
e o subscrito j representa o j-ésimo número/modo de onda. 
2.7.  Conclusões parciais 
Neste capítulo, foram apresentados os fundamentos de propagação de ondas em estruturas 
assim como uma técnica de cálculos das propriedades de onda utilizando-se método de elementos 
finitos. No próximo capítulo, a metodologia para obtenção dos resultados é apresentada.  
  
3.  Metodologia 
3.1.  Introdução 
Neste capítulo, apresenta-se a metodologia utilizada para se calcular os parâmetros de 
onda de estruturas homogêneas e periódicas a partir de modelos de elementos finitos. São 
analisadas duas estruturas do tipo viga: uma homogênea e outra periódica. A estrutura homogênea 
é uma viga simples com perfil I enquanto que a estrutura periódica é uma viga com perfil I e com 
ressonadores periodicamente distribuídos, i.e., um metamaterial acústico, como disposto na 
Figura 19. 
 
Figura 19 – Desenho esquemático das vigas analisadas (Ampessan, 2016). 
A viga com ressonadores possui um total de 15 pares de ressonadores, portanto, possui 
15 células periódicas. A geometria de uma célula periódica e do ressonador é apresentada na 
Figura 20 e os parâmetros utilizados no modelo são apresentados na Tabela 2. 
 
Figura 20 – Geometria e dimensões de um ressonador e uma célula periódica (Ampessan, 2016). 
Tabela 2 – Propriedades de material da poliamida (Beli & Arruda, 2016). 
Propriedade da Poliamida Viga Massa (Ress.) Mola (Ress.) 
Módulo de Elasticidade 𝐸 (GPa) 0,86 0,96 0,72 
Densidade 𝜌 (kg/m³) 700 1000 700 
Coeficiente de Poisson 𝜐 0,39 0,39 0,39 
Razão de Amortecimento Estrutural 𝛾  0,03 0,03 0,03 
 
3.2.  Modelagem Numérica das Vigas 
Dois modelos foram feitos no software de elementos finitos ANSYS Mechanical APDL, 
um para a viga sem ressonadores e o outro para a viga com ressonadores. Utilizando o método de 
ondas e elementos finitos (WFE), apresentado no Capítulo 2, modela-se apenas uma seção da 
estrutura, neste caso uma célula periódica. 
Como evidenciado na Figura 20, a unidade periódica da viga com ressonadores é uma 
célula com apenas um par de ressonadores (1 de cada lado) e, por conveniência, escolheu-se a 
unidade periódica da viga sem ressonadores do mesmo tamanho. Note que também podemos 
aplicar condições de periodicidade para a estrutura homogênea.  
A modelagem de ambos casos foi feita utilizando o elemento BEAM188, que é um 
elemento que possui dois nós, com 6 graus de liberdade em cada nó: deslocamentos em (x,y,z) e 
rotações em (x,y,z) e utiliza teoria de viga de Timoshenko, apresentado no Capítulo 2, para sua 
resolução. 
 A discretização da célula unitária da viga sem ressonadores foi feita da seguinte forma: 
sabe-se, como via de regra, que o tamanho dos elementos deve ser no mínimo 6 vezes menor do 
que o comprimento de onda (Waki et al, 2009b). Estabeleceu-se que a frequência analisada é de 
até 2.000 Hz. Para a frequência limite de 2000 Hz tem-se um número de onda k de 
aproximadamente 50 para a viga com ressonadores e 75 para a viga sem ressonadores. Pela 







= 0,0837 𝑚 = 83,7 𝑚𝑚. 
A Tabela 3 apresenta a discretização realizada na célula unitária. A discretização foi em 
cinco elementos para a célula de comprimento 22 milímetros. 
Tabela 3 – Comparação entre tamanho do elemento e comprimento de onda. 





Como o tamanho do elemento é menor do que 
𝜆
6
, vemos que o critério de discretização 
proposto por Waki et al. (2009b) é atendido. A Figura 21 apresenta a divisão da célula em 
elementos e nós. 
 
Figura 21 – Dimensões de cada elemento (preto, em milímetros) e nós (vermelho) para uma 
célula sem ressonador. 
A viga foi modelada como uma linha, com propriedades de material e seção definidas de 
acordo com a Tabela 2 e Figuras 19 e 20, respectivamente. 
Para modelagem da célula unitária com ressonador também foi utilizado o elemento 
BEAM188, no entanto atribuiu-se três materiais diferentes e três seções de vigas diferentes, 
também de acordo com a Tabela 2 e Figuras 19 e 20, respectivamente. Como a geometria é mais 
complexa agora, a discretização foi maior, num total de 8 elementos (9 nós) na viga e mais 4 
elementos para os ressonadores (um elemento para mola e outra para massa, nos dois lados). 
Como a discretização é maior neste caso, note que o critério proposto por Waki et al. (2009b) é 
novamente atendido. A Figura 22 apresenta a divisão da célula em elementos e nós. 
 
Figura 22 – Representação esquemática da modelagem da célula unitária com ressonador. Nós 
(vermelho); viga (preto); mola (azul) e massa (verde). 
3.3.  Determinação da Matriz de Rigidez Dinâmica 
É possível exportarmos ambas as matrizes de rigidez 𝐊 e massa 𝐌 de cada modelo 
numérico feito, e com isso monta-se a matriz de rigidez dinâmica de cada modelo pelas equações 
(52) e (53), com modelo de amortecimento estrutural descrito pela equação (49), dada uma razão 
de amortecimento estrutural 𝛾 = 0,03, como mostrado na Tabela 2. 
O Software ANSYS exporta a matriz em um arquivo .txt na forma de matriz escassa (HB 
- do inglês Harwell Boeing Sparse Matrix). O primeiro passo é fazer com que o MATLAB leia 
este arquivo. Por sorte, a própria MathWorks (empresa criadora do MATLAB) disponibiliza online 
um código que faz isso, denominado ‘hb_to_msm’. O código importa o arquivo texto e armazena 
as informações da matriz na forma de uma matriz triangular. Para transformar a matriz triangular 
em uma matriz cheia, basta somar pela transposta e subtrair pela diagonal. Agora, temos a matriz 
de rigidez dinâmica no MATLAB e podemos implementar um código com método de ondas e 
elementos finitos (WFE) e método de Zhong, ambos descritos no Capítulo 2, para obtenção das 
curvas de dispersão. Os códigos estão dispostos nos Anexos do presente trabalho. 
Para efeito de comparação, a curva de dispersão do modelo de viga sem ressonadores 
também foi obtida utilizando-se as matrizes de rigidez e massa  para um modelo de viga de Euler-
Bernoulli com elemento de 2 nós, cada nó com 2 graus de liberdade. A célula unitária desse 
modelo analítico também foi particionada em 5 elementos, assim como o modelo numérico da 
viga sem ressonadores. Pode-se mostrar que 𝑲 e 𝑴, para um elemento de comprimento 𝑙, são da 


























],                                                                          (79) 
onde 𝜌 representa a densidade volumétrica do material, 𝐴 a área da seção transversal, 𝐸 o módulo 
de elasticidade do material e 𝐼 o momento de inércia de área. 
3.4.  Resposta forçada pelo método de propagação de ondas  
É possível obter a FRF (função resposta em frequência) da estrutura quando se analisa a 
resposta forçada pelo método de propagação de ondas. O primeiro passo é resolver para o caso de 
vibração livre. Depois, é necessário determinar alguns parâmetros, como calcular as amplitudes 
de ondas geradas diretamente pelo forçamento na estrutura e determinar a matriz de transmissão 
através da estrutura e as matrizes de reflexão nos contornos da estrutura (extremidade esquerda e 
direita) para o caso de estruturas finitas. Por fim, deve-se, dado um ponto definido de excitação 
da estrutura, calcular a resposta em algum ponto qualquer da viga através da soma das diferentes 
amplitudes de ondas envolvidas. 
A metodologia descrita é realizada, novamente, para os dois casos: primeiro para a viga 
sem os ressonadores e por fim para a viga de poliamida com ressonadores (Figura 19). O ponto 
de aplicação da força é a extremidade esquerda da estrutura e ponto de obtenção da resposta em 
frequência é a extremidade direita da estrutura para ambos casos. O forçamento externo 𝑓𝑒𝑥𝑡 
aplicado é um forçamento do tipo harmônico de amplitude unitária, i.e., 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 𝑒
−𝑖𝑤𝑡. 
 
3.4.1.  Determinação das matrizes de reflexão e transmissão 
A mudança de fase de uma onda que se propaga indefinitivamente em uma estrutura pode 
ser dada por 
𝑏+ = 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑎+, (80) 
em que L é a distância percorrida pela onda, como esquematizado pela Figura 23.  
 
Figura 23 – representação esquemática da mudança de amplitude da onda devido à sua propagação. 
O problema foi modelado no software ANSYS APDL com o elemento de viga BEAM188, 
que por sua vez apresenta seis graus de liberdade em cada nó (translação em x,y,z e rotação em 
x,y,z). Dessa forma, temos na verdade seis ondas se propagando pela estrutura. Cada onda tem 
sua amplitude reduzida como da maneira descrita pela Equação (80), de maneira que a matriz de 








𝑒−𝑖𝑘1𝐿 0 0 0 0 0
0 𝑒−𝑖𝑘2𝐿 0 0 0 0
0 0 𝑒−𝑖𝑘3𝐿 0 0 0
0 0 0 𝑒−𝑖𝑘4𝐿 0 0
0 0 0 0 𝑒−𝑖𝑘5𝐿 0







Para determinar as matrizes de reflexão nos contornos é necessário saber quais são as 
condições de contorno. Neste caso, temos, tanto para a viga quanto para a viga com ressonadores, 
o caso livre-livre, i.e., condição de contorno livre em ambas as extremidades da estrutura. Sabe-
se que este tipo de condição implica em esforço cortante e momento nulos, com nenhuma restrição 
quanto ao deslocamento ou deslocamento angular na estrutura no ponto. 
A condição de contorno pode ser escrita como uma equação do tipo Af + Bq = 0, com as 
matrizes A e B denotando as condições de contorno nos contornos esquerdo e direito, 
respectivamente, e os vetores f e q denotando o forçamento e deslocamento, respectivamente. 
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Entretanto, como trata-se de um caso com forçamento no contorno esquerdo da viga, só 
temos, inicialmente, propagação da onda para a direita, de forma que o termo 𝚽𝒇
− é nulo. A 
Equação (83), portanto, se reduz a 
𝐟 = 𝚽𝐟
+𝐚+ (84) 





−𝐚−) = 𝟎 (85) 
Também se sabe que a amplitude de onda muda no contorno, dada uma matriz de reflexão. 




Figura 24 – representação esquemática da mudança de amplitude da onda no contorno. 
Substituindo a Equação (86) na Equação (85) e lembrando que a matriz A é uma matriz 






Como ambos contornos (esquerdo e direito) da estrutura estão submetidos às mesmas 
condições de contorno (livre-livre), pode-se afirmar que  
𝐫𝐑 = 𝐫𝐋 (88) 
3.4.2.  Determinação da amplitude de onda gerada diretamente pelo 
forçamento 
Para um caso geral de forçamento pontual em uma estrutura infinita, como ilustrado na 
Figura 25, podemos utilizar equilíbrio de forças aliado à condição de continuidade no ponto de 















Figura 25 – ondas diretamente geradas por um forçamento harmônico aplicado em um ponto. 







Entretanto, problemas numéricos podem ocorrer nesta operação pelo mal condicionamento da 
matriz. Uma alternativa para este problema é utilizar a propriedade de ortogonalidade dos 
autovetores à direita 𝚽 e à esquerda 𝚿 (Equação 90). 
𝚿nx1𝚽1xn = 𝐈nxn, (90) 
em que 𝑰𝑛𝑥𝑛 denota uma matriz identidade n por n. 







































Para o caso de nossa estrutura, como descrito previamente, temos o forçamento externo 
aplicado pontualmente no contorno esquerdo da viga, do tipo harmônico (𝑓𝑒𝑥𝑡 = 𝐹𝑒
−𝑖𝑤𝑡), com 
amplitude 𝐹 = 1 N. Além disso, a excitação ocorre apenas em um grau de liberdade, como 
evidenciado pela Figura 26. 
 
Figura 26 – Forçamento aplicado na estrutura. 
Como o forçamento é aplicado no contorno esquerdo, a única onda gerada diretamente é 
definida por 𝒆+. Assim sendo, pela Equação (92), temos 
𝐞+ = 𝚿𝐪
+𝐟𝐞𝐱𝐭 (93) 
3.4.3.  Cálculo da receptância de transferência 
Agora que já temos as matrizes de transmissão, reflexão nos contornos e a amplitude 
gerada diretamente pelo forçamento, é possível obter a resposta no contorno direito da estrutura 
dado uma excitação pontual no contorno esquerdo, ou seja a receptância de transferência. A 
Figura 27 sumariza o que está acontecendo na viga. 
 
Figura 27 – Diferentes amplitudes de onda envolvidas na estrutura da viga. 
Começando na esquerda da viga, aonde o forçamento está sendo aplicado, podemos 
definir por 𝐜+ a amplitude de onda total, sendo esta a soma da onda no ponto de aplicação da 
força 𝐚+ com a onda gerada diretamente pelo forçamento externo 𝐞+ definida na seção 3.4.2. 
𝐜+ = 𝐚+ + 𝐞+ (94) 
Esta onda se propaga pela estrutura. Quando atinge o contorno direito da viga passa a ter 
amplitude 𝐛+ definida por 
𝐛+ = 𝚲𝐜+ (95) 
Após ser refletida no contorno direito da viga, 𝐛+ assume uma nova amplitude 𝐛−, que 
pode ser dada por  
𝐛− = 𝐫𝐑𝐛
+ (96) 
De maneira análoga, após 𝐛− se propagar pela viga, assume amplitude de 𝐚−, dada por 
𝐚− = 𝚲𝐛− (97) 
Após ser refletida no contorno esquerdo da viga, 𝐚− assume uma nova amplitude 𝐚+, que 
pode ser dada por  
𝐚+ = 𝐫𝐋𝐚
− (98) 
Substituindo as Equações (95-98) na Equação (94), obtemos  
𝐜+ = 𝐞+ + 𝐫𝐋 𝚲𝐫𝐑𝚲 = (𝐈 − 𝐫𝐋 𝚲𝐫𝐑𝚲)
−1𝐞+ (99) 




Substituindo as Equações (93), (95), (96) e (99), obtém-se 
𝐪𝐑 = (𝚽𝐪
+𝚲 + 𝚽𝐪




3.5.  Conclusões parciais 
Neste capítulo, a metodologia utilizada para obtenção dos resultados foi descrita. Agora, 





















4.  Resultados e Discussões 
Neste capítulo, apresenta-se os resultados parciais obtidos assim como uma discussão 
para os dois casos apresentados, ou seja, viga homogênea e a viga com ressonadores. 
4.1.  Vibração livre 
Nesta seção é feita a análise dos resultados com a viga sob vibração livre, de acordo com 
metodologia descrita no Capítulo 3. O objetivo é levantar as curvas de dispersão para três modelos 
diferentes. O primeiro caso analisado é o da viga sem ressonadores, utilizando-se as matrizes de 
rigidez e massa analíticas (Equações 78 e 79). O segundo caso é novamente da viga sem 
ressonadores, porém com as matrizes obtidas via ANSYS e, por último, é analisado o caso da viga 
com ressonadores para estudo do efeito de band-gap. 
4.1.1.  Viga sem Ressonadores (Euler-Bernoulli) 
A Figura 28 apresenta a curva de dispersão obtida para a viga sem ressonadores, 
utilizando as matrizes de rigidez e massa analíticas, equações (78) e (79), para montagem da 
matriz de rigidez dinâmica.  
 
Figura 28 – Curva de dispersão analítica para viga sem ressonadores. Ondas propagantes (a) e 
ondas evanescentes (b). 
Como mencionado previamente no Capítulo 2, seção de ondas flexurais em vigas, temos 
um total de quatro ondas: duas ondas propagantes (uma para esquerda e outra para direita) e duas 
ondas evanescentes (uma para esquerda e outra para direita). A curva de dispersão mostra apenas 
as ondas propagando para a direita, pela simetria do problema, por isso a parte real é positiva e 
parte imaginária é negativa. Pode-se observar na Figura 28 que a curva vermelha é relativa a uma 
onda propagante (𝑒−𝑖𝑘𝑥),  enquanto que a curva azul é relativa a uma onda evanescente (𝑒−𝑘𝑥).  
4.1.2.  Viga sem Ressonadores (Ansys) 
A figura 29 apresenta os resultados obtidos para viga sem ressonadores, utilizando as 
matrizes de massa e rigidez extraídas do modelo numérico feito no ANSYS para montagem da 
matriz de rigidez dinâmica. Como mencionado no Capítulo 3, a modelagem foi feita utilizando 
um elemento que utiliza teoria de viga de Timoshenko com 6 graus de liberdade em cada nó, 
dessa forma, temos um total de 12 ondas, 6 para direita e 6 para esquerda. Análogo ao modelo 
analítico, apenas 6 modos de onda são representadas nas curvas de dispersão devido a simetria do 
problema. 
 
Figura 29 – Curva de dispersão numérica para viga sem ressonadores. Ondas propagantes (a) e 
ondas evanescentes (b). 
Existem 6 ondas representadas na Figura 29, sendo elas: duas ondas flexurais verticais (1 
propagante e 1 evanescente), duas ondas flexurais laterais (1 propagante e 1 evanescente), uma 
onda longitudinal e uma onda torsional, ambas propagantes, como explicado no Capítulo 2, nas 
seções de ondas longitudinais em sólidos e ondas transversais em sólidos. 
É possível perceber um comportamento linear de dispersão para as ondas longitudinais e 
torcionais (transversais) enquanto temos um comportamento do tipo ~√𝜔 para as ondas flexurais, 
tanto as propagantes quanto as evanescentes, o que pode ser explicado pelas ondas flexurais serem 
dispersivas (número de onda depende da frequência angular) e ondas longitudinais e torcionais 
(transversais) serem ondas não-dispersivas (número de onda não depende da frequência angular). 
As ondas não-dispersivas apresentam relação de dispersão linear uma vez que sua velocidade de 
fase (velocidade na qual a onda se propaga no meio) é igual sua velocidade de grupo (velocidade 
na qual a energia é transportada), como evidenciado na equação (15). 
4.1.3.  Viga com Ressonadores (Ansys) 
A Figura 30 apresenta os resultados encontrados para viga com ressonadores, utilizando 
as matrizes de massa e rigidez extraídas do modelo numérico feito no ANSYS para montagem da 
matriz de rigidez dinâmica. Assim como no modelo anterior (viga sem ressonadores – numérico), 
temos um total de 12 ondas, com 6 sendo representadas nas curvas de dispersão. 
Antes de analisarmos o efeito dos ressonadores na vibração da viga, é necessário analisar 
como ocorre a vibração nos próprios ressonadores. Como explicado previamente na seção 3.1.2, 
sobre metamateriais acústicos estruturais, a zona de atenuação de vibração (efeito de Band Gap) 
na viga ocorre devido à transferência de energia mecânica da viga para os ressonadores nas 
frequências de ressonância dos ressonadores, criando um efeito de não-vibração da viga e 
vibração dos ressonadores. 
A frequência natural para os três principais modos dos ressonadores foi estimada 
numericamente utilizando duas modelagens: a primeira na plataforma APDL do ANSYS e a 
segunda na plataforma Workbench do ANSYS, ambas com tipos de elementos diferentes, e 
apresentadas na Tabela 4. Para os dois casos, o ressonador foi considerado engastado na 
extremidade de conexão com a viga. 
A análise da frequência natural dos ressonadores é importante como modo de previsão 
das zonas em que o Band gap pode aparecer, uma vez que a atenuação de vibrações é causada 
justamente pela vibração dos ressonadores. O elemento BEAM188 apresenta um modelo mais 
rígido, com elementos de segunda ordem, enquanto que o elemento Solid187 apresenta um 
modelo com menor rigidez e primeira ordem. Isso é importante pois o resultado analítico deve se 
encaixar na faixa dos resultados obtidos por esses dois modelos. 
 
 
Figura 30 – Curva de dispersão para viga com ressonadores, com (a) parte real e (b) parte imaginárias. 
Tabela 4 – Frequências naturais encontradas para cada modo do ressonador. 
 BEAM188 - APDL Solid187 - Workbench 
Torção 875,94 (Hz) 848,77 (Hz) 
Flexural lateral 886,86 (Hz) 873,07 (Hz) 
Flexural vertical 1160,2 (Hz) 1155,9 (Hz) 
 
Analisando as curvas de dispersão da Figura 31 e os resultados da Tabela 4, temos alguns 
resultados importantes. Os modos de torção e de flexão lateral dos ressonadores (na faixa de 850 
a 900 Hz) criam um efeito pouco significativo de Band Gap nos modos de torção e vibração 
longitudinal da viga. Já o modo de flexão vertical dos ressonadores (faixa de 1150 Hz) cria um 
efeito grande de Band Gap nos modos de flexão lateral e vertical da viga. 
As ondas de flexão, tanto lateral quanto vertical, propagantes decaem na região de 1150-
1200 Hz enquanto que na mesma região estas ondas se tornam evanescentes, ou seja, a energia 
da viga está sendo transferida para a ressonância dos ressonadores no modo de flexão vertical, 
fazendo com que estas ondas não se propaguem pela viga em si. 
De forma geral, ao analisarmos o comportamento das ondas propagantes e evanescentes 
é possível entender o comportamento dinâmico da viga, e assim poder prever e projetar as zonas 
de atenuação de vibração. 
A Figura 31 mostra a amplitude de uma Função Resposta em Frequência (FRF) obtida 
excitando-se a viga com um forçamento harmônico em uma ponta e a resposta na outra, com um 
modelo completo de Elementos Fintos, ou seja, toda a estrutura. Nota-se a queda substancial de 
amplitude local na região de 1150-1200 Hz, comprovando o efeito de Band Gap criado pela 
adição dos ressonadores na viga. Note, também, que uma pequena ressonância ocorre na região 
de 850-900 Hz. 
 
Figura 31 – Amplitude da FRF da (a) viga sem ressonadores e (b) viga com ressonadores obtidos 
numericamente no ANSYS Mechanical APDL (Oliveira, 2017). 
4.2.  Análise com forçamento por propagação de ondas 
Nesta seção é feita a análise dos resultados com a viga sob vibração forçada, de acordo 
com metodologia descrita no Capítulo 3 (seção 3.4). O objetivo é calcular a função resposta em 
frequência (FRF) da viga sem ressonadores e com ressonadores, respectivamente, através do 
método de propagação de ondas. Compara-se os resultados obtidos para a viga sem e com 
ressonadores para estudo do efeito de band-gap causado pela adição de ressonadores na estrutura. 
4.2.1.  Viga sem ressonadores 
As Figuras 33, 34 e 35 apresentam os resultados das FRFs de receptância de transferência 
obtidas para a viga sem ressonadores, considerando-se o forçamento e reposta nos 6 graus de 
liberdade disponíveis no elemento. Note que as frequências naturais que aparecem são as 
frequências naturais do modo excitado. O ANSYS organiza os graus de liberdade de cada nó (para 
o elemento BEAM188 utilizado) da maneira (𝑈𝑥 , 𝑈𝑦, 𝑈𝑧, 𝑅𝑂𝑇𝑥 , 𝑅𝑂𝑇𝑦, 𝑅𝑂𝑇𝑧), sendo U para 
deslocamentos, ROT para rotações e os subscritos x,y,z indicam o eixo ao qual o deslocamento 
ou rotação estão relacionados. A Figura 32 mostra a modelagem da viga em relação ao sistema 
de coordenadas. 
Para as Figuras 33, 34 e 35, as linhas azuis dizem respeito a FRF considerando a viga de 
tamanho 330 mm (viga finita, com os contornos) enquanto que as linhas vermelhas dizem respeito 
a FRF considerando o caso de viga infinita (sem contornos). Note que só há presença de 
ressonâncias para o caso da viga finita. Isso porque a viga infinita não é capaz de gerar ondas 
estacionárias e, consequentemente, não existem modos de vibrar. 
 
Figura 32 – Sistema de coordenadas. 
 
Figura 33 – FRFs dos modos longitudinal (esq.) e torsional (dir.). 
 
Figura 34 – FRFs dos modos de flexão lateral (esq.) e vertical (dir.). 
 
Figura 35 – FRFs dos modos de cisalhamento vertical (esq.) e lateral (dir.). 
4.2.2.  Viga com ressonadores 
A Figura 36 apresenta a FRF da viga com ressonadores, evidenciando a região de 
atenuação de amplitude de vibração (band-gap). Assim, como para o caso da viga sem 
ressonadores, a linha azul representa o caso de viga finita e a linha vermelha para o caso de viga 
infinita. Ao se comparar o resultado da Figura 36 com a Figura 30 (b) fica muito evidente que o 
efeito de band-gap na estrutura ocorre devido ao surgimento de ondas evanescentes (não 
propagantes). 
 
Figura 36 – FRF da viga com ressonadores. 
Além disso, é feita uma análise da largura de banda da região de band-gap pela 
metodologia proposta por Sugino et al. 2016. A Equação (102) mostra como é feito este cálculo. 
Δ𝑤 = 𝑤𝑡(√1 + 𝜇 − 1), (102) 
em que 𝑤𝑡 é a frequência natural do ressonador, neste caso a frequência natural do modo de flexão 
vertical (pois é o modo que causa o efeito mais significativo de band-gap na estrutura do 
metamaterial), cujo valor foi tirado da Tabela 4. Foi feita uma média aritmética do valor de 
frequência para cada modelagem numérica feita (entre elemento BEAM188 na plataforma ANSYS 






em que 𝑚𝑟𝑒𝑠𝑠 representa a massa total de todos os ressonadores contido na viga e 𝑚𝑣𝑖𝑔𝑎 
representa a massa total da viga. Estes valores foram calculados através da geometria dos mesmos 
e valores de densidade, encontrados nas Figuras 19 e 20 e Tabela 2. 
A Figura 37 apresenta uma análise gráfica da largura de banda do band-gap, enquanto 
que a Tabela 5 apresenta o resultado da largura de banda calculada pela Equação (102) e erro 
percentual do resultado. 
 
Figura 37 – largura de banda do band-gap estimada pelo gráfico. 
Tabela 5 – resultados das larguras de banda do band-gap estimada e calculada e erro percentual. 
hbhabfhabfa hfabhfbahfah 
Δ𝑤 - Gráfico 200 Hz 
Δ𝑤 - Calculado 181,9 Hz 
Erro percentual 9,05 % 
 
4.3.  Conclusões parciais 
No presente capítulo, os resultados de resposta livre e forçada de uma viga simples e de 
uma viga com ressonadores periodicamente distribuídos foi apresentada e algumas discussões 
sobre a interpretação dos resultados foram feitas. O próximo capítulo apresenta as conclusões 
finais do trabalho assim como passos futuros. 
 
 
5.  Conclusões e Passos Futuros 
Neste trabalho utilizou-se o método de ondas e elementos finitos (WFE) para resolução 
de problemas de propagação de ondas em dois modelos, uma viga com seção I homogênea, e 
outra viga com mesma seção em I porém com adição de ressonadores, para estudos dos efeitos de 
Band Gap criados por metamateriais acústicos estruturais. 
Uma abordagem teórica foi apresentada em diversos temas importantes para que o 
método pudesse ser aplicado, dentre eles propagação de ondas e modelagem de ondas por 
elementos finitos. A metodologia de resolução foi descrita e por fim, as curvas de dispersão para 
as duas vigas foram obtidas e comparadas. Os resultados da modelagem de apenas uma seção 
periódica da viga pelo método WFE foram comparados com o resultado de um modelo de 
elementos finitos da viga inteira, com bons resultados, evidenciando a eficiência do método. 
Além disso, foi feita uma análise de propagação de ondas da estrutura do tipo 
metamaterial com forçamento, de modo a levantar curvas de FRF tanto da estrutura sem 
ressonadores como da estrutura com ressonadores. A região de band-gap prevista coincidiu em 
ambos os casos. 
Um possível passo futuro para este trabalho seria utilizar uma modelagem com elementos 
sólidos para validação dos resultados obtidos neste trabalho. Um desafio é a maior complexidade 
do modelo de elementos finitos ao se utilizar este tipo de elemento. Além disso, o uso deste tipo 
de elemento resulta em uma modelagem com muito mais nós e, consequentemente, matrizes 
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tK=E*I/L^3*[12  6*L  -12  6*L ; 6*L  4*L^2  -6*L  2*L^2 ;  -12  -6*L  
12  -6*L ; 6*L  2*L^2  -6*L  4*L^2]; 
tM=rho*S*L/420*[156  22*L  54  -13*L ; 22*L  4*L^2  13*L  -3*L^2  ; 54  






    nume=[2*(e-1)+(1:2) 2*e+(1:2)]; 
    K(nume,nume)=tK+K(nume,nume); 



























    o 
    DBB=-omega(o)^2*MBB+KBB*(1+i*eta); 
    DBI=-omega(o)^2*MBI+KBI*(1+i*eta); 
    DIB=-omega(o)^2*MIB+KIB*(1+i*eta); 
    DII=-omega(o)^2*MII+KII*(1+i*eta); 
     
    D_ast=DBB-DBI*(DII\DIB); 
     
    DLL_cond=D_ast(1:n,1:n); 
    DLR_cond=D_ast(1:n,n+(1:n)); 
    DRL_cond=D_ast(n+(1:n),1:n); 
    DRR_cond=D_ast(n+(1:n),n+(1:n)); 
     




    Ls=full([zeros(n,n) -DRL_cond;DLR_cond zeros(n,n)]); 
    Ns=full([DRL_cond-DLR_cond DLL_cond+DRR_cond;-(DLL_cond+DRR_cond) 
DRL_cond-DLR_cond]); 
     
    L=[zeros(n,n) eye(n);DLR_cond zeros(n,n)]; 
    N=[DRL_cond zeros(n,n);-(DLL_cond+DRR_cond) -eye(n)]; 
     
    LL=[eye(n) zeros(n,n);DRR_cond eye(n)]; 
  
    [tsVecP,btsValP]=eig(Ls,Ns); 
    [bttsValP,in]=sort(diag(btsValP)); 
    tttsVecP=tsVecP(:,in); 
    Norm=diag(diag(real(tttsVecP'*tttsVecP))).^0.5; 
    tttsVecP=tttsVecP/Norm; 
     
    tVecP=zeros(2*n,n); 
    tVecP_star=zeros(2*n,n); 
    ValP=zeros(1,n); 
    ValP_star=zeros(1,n); 
     
    for I=1:n 
        troot=roots([(bttsValP(2*I-1)+0) -1 (bttsValP(2*I-1)+0)]); 
        [ta,in]=min(abs(troot)); 
        ValP(I)=troot(in); 
        [ta_star,in_star]=max(abs(troot)); 
        ValP_star(I)=troot(in_star); 
         
        tVecP(:,I)=J*(1/ValP_star(I)*L.'-N.')*tttsVecP(:,2*I-1); 
        tVecP_star(:,I)=J*(L.'-ValP(I)*N.')*tttsVecP(:,2*I-1); 
    end 
     
    VecP=LL*tVecP; 
    VecP_star=LL*tVecP_star; 
     
    %normalisation 
    Norm=diag(diag(VecP_star.'*J*VecP)).^0.5; 
  
    VecP=VecP/Norm; 
    VecP_star=VecP_star/Norm; 
    
    mu=ValP; 
     
  
    VecPq=VecP(1:n,:); 
    VecPF=VecP(n+(1:n),:); 
    VecPq_star=VecP_star(1:n,:); 
    VecPF_star=VecP_star(n+(1:n),:); 
     
    beta(o,:)=i.*log(mu)./d; 
     
















































    o 
    DBB=-omega(o)^2*MBB+KBB*(1+i*eta); 
    DBI=-omega(o)^2*MBI+KBI*(1+i*eta); 
    DIB=-omega(o)^2*MIB+KIB*(1+i*eta); 
    DII=-omega(o)^2*MII+KII*(1+i*eta); 
     
    D_ast=DBB-DBI*(DII\DIB); 
     
    DLL_cond=D_ast(1:n,1:n); 
    DLR_cond=D_ast(1:n,n+(1:n)); 
    DRL_cond=D_ast(n+(1:n),1:n); 
    DRR_cond=D_ast(n+(1:n),n+(1:n)); 
     




    Ls=full([zeros(n,n) -DRL_cond;DLR_cond zeros(n,n)]); 
    Ns=full([DRL_cond-DLR_cond DLL_cond+DRR_cond;-(DLL_cond+DRR_cond) 
DRL_cond-DLR_cond]); 
     
    L=[zeros(n,n) eye(n);DLR_cond zeros(n,n)]; 
    N=[DRL_cond zeros(n,n);-(DLL_cond+DRR_cond) -eye(n)]; 
     
    LL=[eye(n) zeros(n,n);DRR_cond eye(n)]; 
  
    [tsVecP,btsValP]=eig(Ls,Ns); 
    [bttsValP,in]=sort(diag(btsValP)); 
    tttsVecP=tsVecP(:,in); 
    Norm=diag(diag(real(tttsVecP'*tttsVecP))).^0.5; 
    tttsVecP=tttsVecP/Norm; 
     
    tVecP=zeros(2*n,n); 
    tVecP_star=zeros(2*n,n); 
    ValP=zeros(1,n); 
    ValP_star=zeros(1,n); 
     
    for I=1:n 
        troot=roots([(bttsValP(2*I-1)+0) -1 (bttsValP(2*I-1)+0)]); 
        [ta,in]=min(abs(troot)); 
        ValP(I)=troot(in); 
        [ta_star,in_star]=max(abs(troot)); 
        ValP_star(I)=troot(in_star); 
         
        tVecP(:,I)=J*(1/ValP_star(I)*L.'-N.')*tttsVecP(:,2*I-1); 
        tVecP_star(:,I)=J*(L.'-ValP(I)*N.')*tttsVecP(:,2*I-1); 
    end 
     
    VecP=LL*tVecP; 
    VecP_star=LL*tVecP_star; 
     
    %normalisation 
    Norm=diag(diag(VecP_star.'*J*VecP)).^0.5; 
  
    VecP=VecP/Norm; 
    VecP_star=VecP_star/Norm; 
    
    mu=ValP; 
     
  
    VecPq=VecP(1:n,:); 
    VecPF=VecP(n+(1:n),:); 
    VecPq_star=VecP_star(1:n,:); 
    VecPF_star=VecP_star(n+(1:n),:); 
     
    beta(o,:)=i.*log(mu)./d; 
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    DBB=-omega(o)^2*MBB+KBB*(1+i*eta); 
    DBI=-omega(o)^2*MBI+KBI*(1+i*eta); 
    DIB=-omega(o)^2*MIB+KIB*(1+i*eta); 
    DII=-omega(o)^2*MII+KII*(1+i*eta); 
     
    D_ast=DBB-DBI*(DII\DIB); 
     
    DLL_cond=D_ast(1:n,1:n); 
    DLR_cond=D_ast(1:n,n+(1:n)); 
    DRL_cond=D_ast(n+(1:n),1:n); 
    DRR_cond=D_ast(n+(1:n),n+(1:n)); 
     




    Ls=full([zeros(n,n) -DRL_cond;DLR_cond zeros(n,n)]); 
    Ns=full([DRL_cond-DLR_cond DLL_cond+DRR_cond;-(DLL_cond+DRR_cond) 
DRL_cond-DLR_cond]); 
     
    L=[zeros(n,n) eye(n);DLR_cond zeros(n,n)]; 
    N=[DRL_cond zeros(n,n);-(DLL_cond+DRR_cond) -eye(n)]; 
     
    LL=[eye(n) zeros(n,n);DRR_cond eye(n)]; 
  
    [tsVecP,btsValP]=eig(Ls,Ns); 
    [bttsValP,in]=sort(diag(btsValP)); 
    tttsVecP=tsVecP(:,in); 
    Norm=diag(diag(real(tttsVecP'*tttsVecP))).^0.5; 
    tttsVecP=tttsVecP/Norm; 
     
    tVecP=zeros(2*n,n); 
    tVecP_star=zeros(2*n,n); 
    ValP=zeros(1,n); 
    ValP_star=zeros(1,n); 
     
    for I=1:n 
        troot=roots([(bttsValP(2*I-1)+0) -1 (bttsValP(2*I-1)+0)]); 
        [ta,in]=min(abs(troot)); 
        ValP(I)=troot(in); 
        [ta_star,in_star]=max(abs(troot)); 
        ValP_star(I)=troot(in_star); 
         
        tVecP(:,I)=J*(1/ValP_star(I)*L.'-N.')*tttsVecP(:,2*I-1); 
        tVecP_star(:,I)=J*(L.'-ValP(I)*N.')*tttsVecP(:,2*I-1); 
    end 
     
    VecP=LL*tVecP; 
    VecP_star=LL*tVecP_star; 
     
    %normalisation 
    Norm=diag(diag(VecP_star.'*J*VecP)).^0.5; 
  
    VecP=VecP/Norm; 
    VecP_star=VecP_star/Norm; 
    
    mu=ValP; 
     
  
    VecPq=VecP(1:n,:); 
    VecPF=VecP(n+(1:n),:); 
    VecPq_star=VecP_star(1:n,:); 
    VecPF_star=VecP_star(n+(1:n),:); 
     
    beta(o,:)=i.*log(mu)./d; 
     




















Delta = .022; %tamanha da celula unitaria  
  
freq = [1:1:2000]; 




% [a, rhsval]=hb_to_msm('semressM'); 








numB=[1:12];      %    com 
numI=[13:78];     % ressonadores 
% numB=[1:6 31:36];   %    sem 




J=[zeros(n,n) eye(n);-eye(n) zeros(n,n)]; 












Nw = 6; NL = 6; 
kWFE = zeros(Nw, length(omega)); 
  
%excitation force 
Fexc = zeros(NL,1); 
Nexc = 4; 
Fexc(Nexc)=1; 
Exc = zeros(NL,length(omega)); 
Lt = 15*0.022; % tamanho total da viga 
  
Uwfe = zeros(1,length(omega)); 






for kk = 1:length(freq) 
    kk; 
    DBB=-omega(kk)^2*MBB+KBB*(1+1i*eta); 
    DBI=-omega(kk)^2*MBI+KBI*(1+1i*eta); 
    DIB=-omega(kk)^2*MIB+KIB*(1+1i*eta); 
    DII=-omega(kk)^2*MII+KII*(1+1i*eta); 
     
    D_ast=DBB-DBI*(DII\DIB); 
     
    DLL_cond=D_ast(1:n,1:n); 
    DLR_cond=D_ast(1:n,n+(1:n)); 
    DRL_cond=D_ast(n+(1:n),1:n); 
    DRR_cond=D_ast(n+(1:n),n+(1:n)); 
     
%NL eigenproblem approach 
Lz = [eye(NL) zeros(NL); -DLL_cond, -DLR_cond]; 
Nz = [zeros(NL), eye(NL); DRL_cond, DRR_cond]; 
  
[wj,lambdaj] = eig(full(Nz),full(Lz)); 
lambdaj = diag(lambdaj); 
[~,idx]=sort(abs(lambdaj)); 
lambdaj = lambdaj(idx); 
wj = wj(:,idx); 
  
PHINL = Lz*wj; 
PHIq = PHINL(1:NL,:); 
PHIf = PHINL(NL+1:2*NL,:); 
  
   tol = 1e-6; 
tmppos = find(abs(lambdaj)-1 < -tol); %positive going waves 
tmpneg = find(abs(lambdaj)-1 > tol); %positive going waves 
tmpone = find(abs(abs(lambdaj) -1) < tol); %if lambda = 1, then pow>0 
is +ve going 
  
pos(:,1) = [tmpone(real(1i*log(lambdaj(tmpone))) > 0); 
flipud(tmppos)]; 
neg(:,1) = [tmpone(real(1i*log(lambdaj(tmpone))) < 0); 
flipud(tmpneg)]; 
%calculation of left eigenvectors--------------------------------- 
PHIp = zeros(2*NL,Nw); 
PHIm = zeros(2*NL,Nw); 
  
PSIp = zeros(Nw,2*NL); 
PSIm = zeros(Nw,2*NL); 
  
for jj = 1:Nw 
    PHIp(:,jj) = [PHIq(:,pos(jj)); PHIf(:,pos(jj))]; 
    PHIm(:,jj) = [R*PHIq(:,pos(jj)); -R*PHIf(:,pos(jj))]; 
     
    % Left-eigenvector using simplectic properties PRISCILA PHD 
Thesis/Mencik 
    ctep = sqrt(PHIm(:,jj).'*J*PHIp(:,jj)); 
    PHIp(:,jj) = PHIp(:,jj)/ctep; 
    PHIm(:,jj) = PHIm(:,jj)/ctep; 
     
    PSIp(jj,:) = -PHIm(:,jj).'*J; 
    PSIm(jj,:) = PHIp(:,jj).'*J; 
     
end 
clear PHIq PHIf 
     
    kWFE(:,kk) = 1i*log(lambdaj(pos(1:Nw).'))/Delta;  %lambda = exp(-
ikl), k = -i*mu + k' 
     
    ep = PSIp*[zeros(size(Fexc)); Fexc]; 
  
    Exc(:,kk) = PHIp(1:NL,1:Nw)*ep;  
  
      rL = PHIm(1:6,1:6)/PHIp(1:6,1:6); 
      rR=rL; 
      
    coeff(:,kk) = (diag(rL)); 
    Mprop = diag(exp(-1i*kWFE(1:Nw,kk)*Lt));      %matrix de 
propagacao 
    
    cp = (eye(6) - rL*Mprop*rR*Mprop)\ep; 
  
    bp=Mprop*cp; 
    bm=rR*bp; 
    qL = (PHIp(1:NL,:)*bp + PHIm(1:NL,:)*bm); 
    Uwfe(kk) = qL(Nexc); 









xlabel('Freq [Hz]', 'fontsize', 12) 









% mass ratio calculation ==> ressonators mass / structure mass 
  
% beam total mass [kg] 
A = 17*3 + 17*3 + 10*3; % cross section [mm^2] 
L = 330;                % length [mm] 
rho_beam = 700;         % density [kg/m^3] 
beam_mass = A*L*700*1e-9;  
  
% ressonators total mass [kg] 
N = 30;                 % number of ressonators on the beam 
spring_Vol = 2*2*3;     % 1 spring volume [mm^3] 
spring_rho = 700;       % spring density [kg/m^3] 
mass_Vol = 4*6*14;      % 1 mass volume [mm^3] 
mass_rho = 1000;        % mass density [kg/m^3] 
ress_mass = ((spring_Vol*spring_rho) + (mass_Vol*mass_rho))*30*1e-9; 
  
% mass ratio  
mass_ratio = ress_mass / beam_mass; 
  
% bandwidth of the bandgap [Hz] 
wt1 = 1160.2;      % ressonator natural frequency - BEAM188 APDL [Hz] 
wt2 = 1155.9;      % ressonator natural frequency - SOLID187 WORKBENCH 
[Hz] 
wt = (wt1 + wt2)/2; 
delta_w = wt*(sqrt(1+mass_ratio)-1) 
 
 
